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Tensbes de flexdo e cisalhamento em vigas

4 1. Ren bojning av balkar
l, Referéncia 1 (Per, 2015), pp. 56 - 61. Com modificagdes.

En balk deformeras och spanningar utvecklas inuti den nar en tvargaende belastning
appliceras. | en horisontell balk fritt upplagd vid andarna och belastad nedat i mitten, blir
materialet pa dversidan av balken komprimerat medan materialet pa undersidan stracks.
Det uppstar tva typer av inre spanningar som orsakas av tvargaende belastningar. Dessa ar
skjuvspanningar parallelt med den tvargdende belastningen plus skjuvspanningar pa plan
vinkelrata mot lastriktningen samt tryckspaningar i den ovre delen av balken och
dragspanningar i den undre delen av balken. De sista tva belastningarna bildar ett
motriktat par som ar lika i storlek och motsatta i riktning. Paret utgor ett b6jmoment som
forhindrar 6kad deformation vilket kannetecknar en balk som utsatts for bojning.
Spanningsfordelningen i en balk kan forutsagas ganska exakt aven nar vissa forenklande
antaganden anvands.

Enkel balkbdjning analyseras vanligtvis med Euler-Bernoullis balkekvation. Villkoren for att
teorin skall kunna anvandas ar att (1) balken ar féremal for ren bdjning, vilket innebar att
skjuvkraften ar noll och att inga torsions- eller axiella belastningar forekommer, (2)
materialet ar isotropt, homogent, linjart elastiskt och foljer Hookes lag, (3) balken ar
initialt rak med ett tvarsnitt som ar konstant dver hela balkens langd samt, (4) for att
undvika sa kallad sned bgjning, antas balktvarsnittet vara symmetriskt med ett
symmetriplan som sammanfaller med planet for bojningen.

| Euler-Bernoullis teori for slanka balkar ar antagandet att "plana sektioner forblir plana”
avgorande for analysen. Man tar sdledes inte hansyn till eventuell deformation pa grund av
skjuvning av tvarsnitten.

In Figur 1 visas en del av en deformerad balk med langden Ax. Ur figuren erhalls ett
samband mellan férskjutning w i z-led och balkens krékningsradie R i deformerat tillstand.
Om balkens position ar nastan horisontell, dvs. w'(x) « 1, erhalls

Ax

w’(x)—w’(x+Ax)=¢=m

@
dar & antar ett varde 0 < & < 1. Vardet pa ¢ ar inte kant men det kommer inte heller att

behdvas som vi ser i det foljande. Krokningsradien i en punkt langs balken ges som ett
gransvarde enligt

’ ’ 2
L w(x)—w(x+Ax):_d w(x) @
R(x) A0 Ax dx?
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Tensbes de flexdo e cisalhamento em vigas

Figur 1. Krokt balk med utbredd last q(x) och snittstorheterna moment M(x) och tvdrkraft
T(x). g(x) och forskutningen w(x) definieras som positiva i z-axelns riktning, dvs. uppdt i
figuren. For & gdller att0< ¢ < 1.
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Figur 2. Neutrallagret, som bildas av tvdrsnittens tyngdpunkter har krékningsradien R. z-
koordinaten dr vinkelrdt mot neutrallagret dér z = 0.
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Det ar latt att inse att balken i Fig.1 ar strackt pa ovansidan och komprimerad pa
undersidan. Figur 2 visar en kort balksektion som i odeformerat tillstdnd har langden #.
Sektionen dr sd kort att krokningsradien kan betraktas som konstant i hela segmentet. |
krokningsplanet ar z-axeln. For nagot z aterfinns ett plan som varken ar strackt eller
komprimerat, dvs. dar tojningarna ¢, = 0. Detta plan kallas neutrallager och ibland aven
neutralplan eller neutralfiber. Utan att forlora i generalitet kan vi vdlja z =0 i neutrallagret.
Plan l1angs balken som befinner sig pa samma avstand fran krokningscentrum kallas fibrer.
Krokningsradien hos neutrallagret betecknas med R = R(x). Langden av neutralplanet vid z
=0ar R¢p =4,, vilket ar detsamma som langden pd den odeformerade balksektionen, pga.
att neutralplanet saknar tojning. Av det foljer att langden Lx av ett deformerat lager ges av

L, = (R +z)¢ 3)
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Tensbes de flexdo e cisalhamento em vigas

Fore deformationen har samma skikts langd varit
ly=R¢p (4)

Tojningen langs balken ar

Hookes lag ger spanningsférdelningen i balken som

R(x)

Figur 1b visar en balkdel som belastas av em yttre utbredd kraft per langdenhet g = g(x).
Tvarkrafter T och momentet M ar snittstorheter. Med z-axeln riktad uppat och y-axeln in i
bojplanet, i en yta med den utatriktade normalen i positiv x-led, ar T riktad i positiv z-led
och M vrider runt den positiva y-axeln. | en yta med utdtriktad normal i negativ x-led ar T
riktad i negativ z-led och M vrider runt den negativa y-axeln. For balkens bada andar galler
att T belastar balken sa att den tippas moturs och M belastar balken sa att den valvs uppat,
dvs. i z-led. Momentjamvikt ar uppfylld om

Oy (x,z):EeX =F (6)

M(x+Ax)—T(x+Ax)Ax—M(x)+q(x+fo)Ax%zO (7

dar momenten tagits runt balkanden vid x. Gransvardet nar Ax — O ger

T(x)z lim M(x+Ax)—M(x) _ dM(x)

Ax—0 Ax dx (8)

Vidare innebar kraftjamvikt att
T(x+Ax)+q(x+EAx)-T(x)=0 (9)
vilket for Ax — O ger
—T(x+Ax)—T(x)

dT
q(x) = Jim ——— -- dff) (10)

De dragspanningar | den 6vre delen av balken och tryckspanningar i den undre delen av
balken som krokts med positiv krokningsradie, sa som Fig. 1 visar, bildar ett motriktat
kraftpar som ar lika | storlek och motsatta i riktning enligt (6). Spanningsfordelningen ger
ett bdjande moment som berdknas genom integration 6ver tvarsnittsytan A, enligt
foljande

z 1
M = jaxsz = jEEsz =Elx— (1)
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Tensbes de flexdo e cisalhamento em vigas

Kombinationen E/ ar balkstyvheten och I ar balkstyvhetens tvarsnittsfaktor. Man ser att
balkstyvhetens tvarsnittsfaktor

[= j 2’dA (12)

som ocksa kanns igen som tvarsnittets yttroghetsmoment runt y-axeln, dvs. I = 1,,. For
flera geometrier, som rektangulart, triangulart, cirkulart etc. tvarsnitt hittar man I enklast
i en formelsamling, som TE-FYMA eller liknande. Resultaten (1), (11), (8) och (10)
sammanfattas med

_ dT(x) dzM(x) _d’

e _ - 2{E[ dz:(zx)} (13)

dx dx* dx X

Ekvationen (13) kallas elastika linjens ekvation. Den |6ses med tillhdrande randvillkor,
vilka till antalet ar lika med ekvationens ordning. Eftersom ekvationen I6ses i ett slutet
interval fordelar sig randvillkoren pa balkens bada dndar. Vidare ges randvillkoren i par som
sa kallade naturliga randvillkor vilka ar M, T; M, w; T, w’ och w’, w. Kombinationerna M,
w’och T, wingar inte. De kan naturligtvis anvandas for en analys men inte det later sig
knappast realiseras rent praktiskt. Paret M och T ar dynamiska randvillkor och w och w’ ar
kinematiska randvillkor.

Spanningen i tvdrsnittet ar proportionell mot det palagda béjmomentet. Fran (6) och (11)
erhalls

zM
o,=— (14
2= (14)
Vanligtvis skrivs
M
O-max:W (15)

dar W kallas béjmotstandet. Det kan berdknas som
1
W=—— (16)

max
och hamtas fran en lamplig formelsamling.

1. Flexao pura de vigas

Uma viga se deforma e esforgos se desenvolvem quando um carregamento transversal é
aplicado. Em uma viga horizontal simplesmente apoiada com o ponto médio sob o efeito
de uma carga vertical para baixo, o material na regido superior da se¢ao é comprimido ao
passo que o material na regido inferior é estirado. Ha dois tipos de esforcos internos
ocasionados por cargas transversais; sao eles os esforcos de cisalhamento que ocorrem
paralelamente a cargas transversais e os esforcos de cisalhamento que ocorrem
perpendicularmente a dire¢ao do carregamento. Estes ultimos provocam tensdes
compressivas na parte superior da viga e de tragao na parte inferior, formando um par de
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Tensbes de flexdo e cisalhamento em vigas

carregamentos de mesma magnitude e dire¢des opostas. Tal par constitui um momento
fletor que impede maiores deformacgdes e assim caracteriza uma viga sujeita a flexdao. A
distribuicao de esforcos na viga pode ser avaliada de maneira exata mesmo quando certas
hipoteses simplificadoras sao utilizadas.

A anadlise de flexdo simples em vigas é geralmente baseada na equacao de flexdo de Euler-
Bernouili. As condi¢des que utilizamos no desenvolvimento da teoria sdo: (1) a viga esta
sob o efeito de flexdo pura, porquanto a forca de cisalhamento é nula e ndo ocorrem
carregamentos torsionais ou axiais; (2) o material é isotropico, homogéneo, linearmente
elastico e, portanto, obedece a lei de Hooke; (3) a viga é inicialmente reta e tem secao
transversal constante ao longo de todo o vao; e (4) para evitar a chamada ‘flexdo obliqua,’
supde-se que a secao transversal da viga é simétrica relativamente a um plano que
coincide com o plano de flexao.

Na teoria de Euler-Bernoulli para vigas esbeltas, a suposicao ‘se¢des planas continuam
planas’ é crucial. Assim sendo, ndo levamos em conta deformagdes causadas por
cisalhamento da secao transversal.

A Figura 1 mostra parte de uma viga deformada com comprimento Ax. Por meio dessa
ilustracdo, pode-se obter uma relagdo entre a flecha w na diregao z e o raio de curvatura R
da viga deformada. Se a posicao da viga for quase horizontal - isto é, se w'(x) < 1 -, tem-se

Ax

w’(x)—w’(x+Ax)=¢=m

0y

onde ¢ toma um valor no intervalo 0 < ¢ < 1. O valor de ¢ nao é conhecido, mas nado sera
necessario conhecé-lo na discussao vindoura. O raio de curvatura em um ponto no vao da
viga é dado como um valor-limite tal que

1 ~ lim w’(x)—w’(x+Ax):_d2w(x) 2
R(x) Ax—0 Ax dx?

Figura 1. Viga curvada com carga distribuida q(x), momento de magnitude M(x) e forca
transversal T(x). q(x) e a flecha w(x) sdo positivos na dire¢éo do eixo z, isto €, para cima no
plano da figura. O valor de ¢ pertence ao intervalo 0 < & < 1.
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Tensbes de flexdo e cisalhamento em vigas

Figura 2. A linha neutra, que é formada pelos centroides das se¢bes transversais, tem raio
de curvatura R. A coordenada z € perpendicular a linha neutra, que define z = 0.

E facil ver que a viga na Figura 1a estd estirada em sua parte superior e comprimida na
parte inferior. A Figura 2 mostra uma curva secao de viga que tem comprimento £
quando ndo deformada. A se¢do é tao curta que seu raio de curvatura pode ser suposto
constante em todo o segmento. O plano de curvatura contém o eixo z. Para algum z pode-
se encontrar um plano que nao esta estirado ou comprimido, isto &, para o qual tem-se
deformacao ey = 0. Esse plano é definido pela linha neutra. O plano em questao é por
vezes chamado plano neutro ou fibra neutra. Sem perda de generalidade, podemos definir
z =0 na linha neutra. Um plano ao longo da viga que define um local geométrico
equidistante do centro de curvatura é chamado de fibra. O raio de curvatura da linha
neutra é denotado R = R(x). O comprimento da linha neutraem z=0¢é R¢ = Lx, e é igual ao
comprimento da se¢ao nao deformada da viga, uma vez que a linha neutra ndo apresenta
deformagdo. Portanto, o comprimento Lx ao longo do plano deformado é dado por

L,= (R + z)¢ A3)
Mas antes da deformacdo o comprimento do mesmo plano era
ly=R¢ (4)

A deformacao ao longo da viga é

Mas a lei de Hooke indica que o esforco na viga é

Oy (x,z):EgX :ER—

n/
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Tensbes de flexdo e cisalhamento em vigas

A Figura 1b mostra um segmento de viga sob o efeito de uma carga distribuida g = g(x). As
forgas laterais T e o momento M tém valores médios. Com o eixo z dirigido para cima e o
eixo y no plano de flexao, em uma superficie com a normal externa na direcao positiva do
eixo x, T é voltado para a direcdo positiva do eixo z e M gira em torno do eixo y positivo.
Em uma superficie com a normal externa na dire¢ao negativa do eixo x, T é voltado para a
dire¢do negativa do eixo z e M gira em torno do eixo y negativo. Para ambas as
extremidades da viga, T age de modo que a viga inclina-se no sentido antihorario e M age
de modo que a viga arqueie para cima, isto &, na direcao do eixo z. O equilibrio de
momentos deve satisfazer

M(x+Ax)—T(x+Ax)Ax—M(x)+q(x+§Ax)Ax%:0 (7

onde os momentos sdo tomados relativamente a extremidade da viga em x. Fazendo Ax —
0, obtém-se um valor-limite para T(x),

T(x):AligoM(x+AZz—M(x) _ d]\/;ix) ®)

Em seguida, o equilibrio de forgas é
T(x+Ax)+q(x+r§Ax)—T(x):0 9)
o que, fazendo Ax — O, resulta em

. T(x+Ax)-T dT
‘](x):AI;QO (X Ax) ()C):_ dix) (10)

Os esforcos de tensdo na parte superior da viga e compressao na parte inferior da viga
flexionada com raio de curvatura positivo, como mostra a Figura 1, formam um par de
forcas opostas de mesma magnitude e dire¢des opostas, de acordo com (6). A distribuicao
de esforgos produz um momento fletor cuja intensidade pode ser calculada por integragao
sobre a drea de secdo transversal A, como segue,

M =ozdd = IE%sz - Elx% 1)

O produto E/ constitui a rigidez a flexdo da viga e I é o momento de inércia da viga em
relagdo ao eixo y. De fato, o momento de inércia em questdo é dado por

I= j 2’dA (12)

Valores de I podem ser encontrados em cole¢des de féormulas para geometrias
retangulares, triangulares, circulares, etc. Combinando os resultados (1), (11), (8) e (10),
temos

a8
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Tensbes de flexdo e cisalhamento em vigas

dT(x) dZM(x) d? dzw(x)
— = = = — 1
q(x) dx dx? dx? El dx* (13)

A equacao (13) é a chamada equacgao da linha elastica. Esta pode ser solucionada com as
condic¢des de contorno a ela associadas; o numero de condi¢des de contorno é igual a
ordem da equagao. As condi¢des de contorno sao dadas em pares conhecidos como
‘condigdes de contorno naturais;” os paressaoMe T, Mew; Te w’, ouw’ e w. As
combinagdes M e w’ou T e w ndo sdo incluidas, pois, embora possam ser utilizadas em uma
analise, ndo sao praticamente realizdveis. O par M e T constitui as ‘condi¢des de contorno
dinamicas’ e o par w e w’ constitui as ‘condi¢des de contorno cinematicas.’

A tensdo na sec¢do transversal é proporcional ao momento aplicado. Usando (6) e (11),
obtém-se

zM
o, = T (14)
Esse resultado é comumente escrito como
M
Omax = W as)

onde W é o médulo de resisténcia. Este pode ser calculado como

w=—1" a6

max

ou extraido de uma colecao de féormulas para cada tipo de se¢ao.

A Termos importantes

m Ren bojning (“Flexao pura”): Regime de comportamento mecanico no qual uma viga
encontra-se sob o efeito de esforgos de flexao apenas; nao ha contribuicoes de
cisalhamento, tor¢do, ou quaisquer outras modalidades de carregamento.

m Balkstyvheten (“Rigidez a flexao”): Propriedade definida como o produto E X I, onde
E é o médulo de Young do material e I é o momento de inércia da se¢ao do
componente mecanico sob carregamento.

m Elastika linjens ekvation (“Equacao da linha eldstica”): Equacao diferencial que
descreve a resposta mecanica de uma viga sob flexao pura.

m Boéjmotstandet (“Mddulo de resisténcia”): Literalmente ‘resisténcia a flexao;’ trata-se
da razao entre o momento de inércia I e a maior distancia zmqex (por vezes denotada
como ¢) da superficie neutra. A tensao maxima a,, em uma viga sob flexao é
inversamente proporcional ao moédulo de resisténcia.

x9

Lucas Monteiro Nogueira



Tensbes de flexdo e cisalhamento em vigas

¢ 2. Schubspannungen beim Balken und bei balkenartigen Strukturen
l, Referéncia 2 (Richard e Sander, 2006), pp. 112 - 119. Com modificagées.

Bei vielen Belastungensituationen treten in Balken neben den Biegemomenten auch
Querkrifte auf. Wahrend die Biegemomente Normalspannungen in den Querschnitten
dieser Strukturen erzeugen, fihren die Querkrafte Q(x) zu Schubspannungen. Diese sind in
allgemeine konstant tber Hohe des Querschnitts.

Fir die Ermittlung der Schubspannungverteilungen geht man von der im Balken
herrschenden Querkraft Q(x) aus, Bild 3. Die Querkraft ruft im Querschnitt eine
Schubspannung 7 = 7,,,(2) hervor. Schubspannungen treten aus Gleichgewichtsgrinden
stets paarweise auf. Dies wird auch bei dem Volumenelement in Bild 3c deutlich. Die
Verwendung der Indizes ist in Bild 4 verdeutlicht.

Bild 3. Ermittlung der Schubspannungen beim Balken und bei balkenartigen Strukturen
(a) Balken oder Struktur mit der Querkraft Q(x) im Querschnitt
(b) Schubspannung t = 14,,(z) an einem Fldchenelement des Querschnitts.
(c) Paarweises Auftreten der Schubspannungen an einem vergrof3ert dargestellten
Volumen-element.

a) b} c)

\%
)7 B

dA
dA /? s

+z T=1y7 (z:) \ 3

7Y

<A

Ofx) 0¥

Die Schubspannungverteilung im Querschnitt hangt in besonderer Weise von dem
Querschnittsprofil ab. Daher werden nachfolgend verschiedene Querschnittsflachen
betrachtet.

Bild 4. Balkenspannungsnotation.

Ixz

~
Querschnittsflache: Richtung der Schubspannung:
x = konstant z-Richtung

2. Esforgos de cisalhamento em vigas e estruturas semelhantes

Em muitas situagdes de carregamento mecanico, forgas de cisalhamento atuam em
conjungao com momentos fletores. Enquanto os momentos fletores produzem esforgos
normais na secao de uma estrutura, as forcas transversais Q(x) conduzem a esforcos
cortantes. Tais esforgos sao geralmente constantes ao longo da altura da se¢do
transversal.

«10
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Tensbes de flexdo e cisalhamento em vigas

Para estabelecer a distribui¢ao de esforgos cortantes, deve-se recorrer a carga de
cisalhamento Q(x) imposta a viga, como ilustra a Figura 3a. A forga transversal produz uma
tensdo t = 1,,(2) na se¢ao do membro (Fig. 3b). Para assegurar a existéncia de equilibrio,
forcas de cisalhamento ocorrem em pares, como ilustra a Fig. 3c.

A Figura 4 esclarece a notacao de indices utilizada para descrever esforgos cortantes.

Figura 3. Determinagdo dos esfor¢os de cisalhamento em vigas e estruturas similares.
(a) Viga com carga de cisalhamento Q(x) na se¢Go transversal.
(b) Esforgo cortante T = 1,,,(z) em um elemento de superficie da se¢éo transversal.
(c) Par de esfor¢os cortantes em um elemento de volume ampliado.
a) b) c)

\{

y er}%\x dA /? i

*~ T =1y, (z-) \ 3

d)l

=4

Figura 4. Notac¢do de esforcos de cisalhamento.

Ixz
SN

Superficie de secdo: Diregdo do esforgo cortante:
x = Constante Diregao z

A distribuicao de esforcos cortantes é particularmente dependente do perfil de secao
transversal. Alguns tipos de se¢do sao considerados a seguir.

2.1. Balken mit Vollquerschnitt

Ist die Querkraft Q(x) und die Funktion b(z) fir die Breite des Querschnitts bekannt, so
lasst sich die Schubspannungsverteilung 7(z) = 7,,(z) mit der Beziehung

7(z)=1.(2)= Q(I);ZZ;Z)

Sy(z) stellt hierbei das statische Moment der Teilflache A* bezliglich der y-Achse dar (Bild
5). Es lasst sich mit der Formel

17)

S,(z)=].¢da (18)

berechnen. I, ist bereits als axiales Flachentragheitsmoment, bekannt.

1l
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Tensbes de flexdo e cisalhamento em vigas

Bild 5. Volquerschnitt eines Balkens oder einer balkenartigen Struktur mit der Querkraft
Q(x), den Koordinaten y, z und { sowie der Gesamtfldche A und den Teilfldchen dA und A*.

o A
N
-

Y VV//////ALA*
%ﬂ dA

2.1.1. Rechteckquerschnitt

Fur den Rechteckquerschnitt, Bild 6a, gilt b(z) =b, A=b x hund I, = b X h3/12. S,(z) kann
ermittelt werden:

2
:L*;dA=Lh/zg><bd.§=gxgz|h/2 _bn [1—%} 19)

vy
**{'T"sz(z)
"

g=z 8
Bild 6. Schubspannungen infolge der oy b)
Querkraft beim Rechteckquerschnitt - v
(a) Rechteckquerschnitt mit den / Y YV
Koordinaten und Teilfldchen. )Q(x) 14 I
(b) Schubspannungsverteilung t = - P <l
T,.(2) im Querschnitt. Y /S A’ i s vy
(c) Seiteransicht mit Schubspannung dA— /4/’//;:5/‘// ! i i t t* VP
im Balkenquerschnitt. arliyyrzd A
(d) Verteilung der Schubspannungen \E ) Y:
Uber die Balkenhohe mit der ¢) V d)
maximalen Schubspannung .- y
N .30
rfxz(z) 24
\J
Y- Y-

Somit folgt mit Gleichung (6.2):
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Tensbes de flexdo e cisalhamento em vigas

Diese Schubspannungverteilung ist in den Bildern 6b, 6c und 6d dargestellt. Am oberen
und unteren Balkenrand, d.h. fir z= h/2 ist 7(z) null. In der Mitte des Balkenquerschnitts,
d.h. fir z =0, ist die Schubspannung maximal:

2
o0 e

Tmax 1S SOMit 1.5mal so grofd wie die mittlere Schubspannung

_9(x) _2(x)

T4 bxh

22)

2.1.2. Kreisquerschnitt

Beim Kreisquerschnitt mit dem Durchmesser d, Bild 7, ergibt sich die
Schubspannungverteilung

f(z)=rxz(z)=§ng)[1—‘;Z;j (23)

Somit ist die maximale Schubspannung

4 QO(x
Toax = r(z = 0) = —& =—7, (24)
3 4
mit A = X d?/4.
a) d _ b)
Bild 7. Schubspannungsverteilung h o
beim Kreisquerschnitt.
(a) Kreisquerschnitt mit Koordinaten Ofx)
und Abmessungen. /
(b) Verteilung von t entlang der z- - 4 Trnax =
Achse. '
)
T = Tyy(2)
Y- Xz Y-

2.1. Vigas de se¢do completa

Se a forga transversal Q(x) e a funcao b(z) que descreve a secao transversal forem
conhecidos, a distribuicdo de esforgos cortantes t(z) = 7,,(z) pode ser calculada através da
relagdo

0(x)$,(2)
be(z)

17)

t(z)=71.(z)=

13
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Tensbes de flexdo e cisalhamento em vigas

onde S,(z) representa o momento estatico da subara A* com relagdo ao eixo y (Figura 5). O
momento em questdo tem a forma

=[.¢d4 (8)

Ademais, I, denota o momento de inércia/segundo momento de area.

Figura 5. Secdo transversal de uma viga ou estrutura semelhante com forg¢a transversal
Q(x), coordenadas y, z e {, e elementos de drea dA e A*.

o A

|

2.1.1. Secao retangular

Para uma segao retangular, Figura 6a, tem-se b(z) =b, A=b x he I, =b x h’°/12. O valor do
momento S,(z) pode ser determinado como:

2
Sy(z):jA*gdA=Lh/zgxbdg_— x¢ |§ Z_bh [1—4}%] (19)

A distribuicdo de esforgos cortantes é entao:

T(z)zrxz(z)%%(l_‘;ij 20)

Essa distribuicao de esforgos é ilustrada nas Figs. 6b, 6¢ e 6d. Nas extremidades superior e
inferior da secao, isto é, para z=h/2, t(z) é nulo. A tensdo é maxima no plano central da
secao, isto é, paraz=0:

2
e B[S

Vé-se que T.x € igual a 1.5 vezes a tensao de cisalhamento média t,,, que é dada por

A bxh
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Tensbes de flexdo e cisalhamento em vigas

Figura 6. Esfor¢os de a) _ p b)
cisalhamento resultantes de ) -
forcas cortantes em uma se¢do L/ vvvvvy o
retangular. (a) Secdo retangular /Q ¥ A vvvved v
com coordenadas e dreas parciais TV s JET h - *[ ,L 3, ¢ i
em evidéncia. (b) Distribui¢do de u 77z Y YVl
esfor¢os t = 1,,(z) na se¢Go A% §/"’7’ /,‘//’ i AANAAIRS
transversal. (c) Vista lateral com Y: a4 Y-
esforgos cortantes na se¢Go de 0 &
viga. (d) Distribui¢cdo de esfor¢os I
na altura da sec¢éo. 1 | . . 2%%=%Tm
foz(z)’
\
Y- Y-

2.1.2. Segao circular

Para uma secao circular com diametro d, Figura 7, a distribuicao de esforcos cortantes é
dada por:

_40(x)(, 4z

r(z)=ra(2)=5= [1— dzj (23)

com A = x d?/4.

Figura 7. Distribui¢cdo de esfor¢os a) d b)
cortantes em uma seg¢do circular. (a)
Segdo circular com coordenadas e
dimensoes. (b) Distribuicdo de T ao Ofx)

longo do eixo z. /

A
Y

-\

T=Tyy(2)

n15
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Tensbes de flexdo e cisalhamento em vigas

2.2, Diinnwandigen Profilen

Bei dinnwandigen Querschnittsprofilen unterscheidet man geschlossene und offene
Profile. Wegen der kleineren Querschnittsflache im Vergleich zu Vollquerschnitten hat die
Schubbeanspruchung hier eine grélkere Bedeutung.

2.2.1. Kreisringquerschnitt

Fir das dinnwandige Kreisringprofil, Bild 8, ergibt sich fir t « d die
Schubspannungsverteilung

cos(go) (25)
Die maximale Schubspannung betragt

2
Towe =7 (0 =0,7) = % (26)

Bild 8. Diinnwandiges Rohrprofil
(Kreisringquerschnitt) mit der
Schubspannungsverteilung T = t(p) und der
maximalen Schubspannung Ty, qx-

2.2.2. I- Profil

Fir das dinnwandige I-Profil, Bild 9, ergeben sich fur t = t; = t, folgende
Schubspannungen an ausgewahlten Stellen im Profil:

Q(x)xbx(h—t)

ST @7)
- Q(x)xbx(h—t) (28)
21,
2
r=7 = O(x) b(h—t)+(ﬁ—tj 29)
21, 2
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Bild 9. [-Profil mit den Querschnittsabmessungen und
Schubspannungsverteilung entlang des Ober- und
Untergurt sowie des Steges.

2.2.3. U-Profil

Die Schubspannungen an markanten Stellen das U-
Profils, Bild 10, lassen sich fur t = t; = t, wie folgt
berechnen:

Q(x)xbx(h—t)

TS 30)
3 Q(x)xbx(h—t)
n=tor 31)

P

lg(x,»

1

A

'

| e . |

@rz
T= sz4
I

S 3

<A

5]

)

7, =¥ b(h—t)+(§—tj2 (32)

Z,

Bei diesem U-Profil, wie bei einigen anderen offenen Profilen, erzeugen dis

Schubspannungen ein Moment (Torsionsmoment) um die Schwerpunktachse
(Balkenlangsachse) x. Torsionsfreie Biegung ist nur moglich, wenn die dufsere Kraft Fim
Schubmittelpunkt SM des Querschnittsprofils angreift, siehe Bild 11.

Bild 10. U-profil.

Ox)
T tQJ’
7 o _
- - - A
- i
737 Tmax # bt
?— ﬁ)§ h
! ;
e Y
sz
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Tensbes de flexdo e cisalhamento em vigas

Bild 11. Vermeidung von Torsion bei Schbbeanspruchung von Balken. (a) U-Profil mit
Angriffspunkt der duf3eren Kraft F im Schubmittelpunkt SM. (b) Praktische Realiserung der
Krafteinleitung mit einer Konsole.

a) _ b)
|
F
[
-‘—'- — 14— 3 —_—— =
¥ SM
o3
/
- 4
_..()-_
I

2.2, Perfis de paredes finas

Aqui, deve-se distinguir entre perfis de paredes finas fechados e abertos. Em vista da
menor area de secdo, a tensdo de cisalhamento é particularmente importante para vigas
de paredes finas.

2.2.1. Secao transversal de anel circular

Para o perfil de anel circular, Figura 8, supondo que a espessura t € muito menor que o
diametro d, tem-se a distribui¢do de esfor¢os dada por

r=1(p)= %f;)cos(go) (25)

A tensao de cisalhamento maxima é dada por

2
Toax = T((p = 0,77) = % (26)

Figura 8. Perfil de anel circular de paredes finas com a distribuicdo de esfor¢os cortantes t
=1(¢p) e tensdo maxima Tp,ax.

18
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2.2.2. Perfil I

Para um perfil I, supondo as espessuras t; = t, =t (Figura 9), as tensdes de cisalhamento
nos trés segmentos da viga sdo dadas por (27) - (29):

Q(x)xbx(h —t) 27

T, =
41,

- Q(x)xbx(h—t) (28)
21,

T, =7 :y b(h—t)+(§—t]2 (29)

3 max
Yy

Figura 9. Perfil I com a distribui¢éGo de esforgos cortantes nos banzos e na alma da sec¢éo.

lgm

Pl

A [ - -] Y

‘ H L
T = Txz
I

S Bk

|

4—4——4*—* Y
o)

v
Nl e
b

4

o
o

2.2.3. Perfil U

Para um perfil U, supondo as espessuras t; = t> =t (Figura 10), as tensdes de cisalhamento
nos trés segmentos da viga sdao dadas por (30) - (32):

Q(x)xbx(h—t)

7= 21, (30)
TZ—Q( )xbx(h z‘) 31)
2Iy

2
13—& b( —t)+(ﬁ—tj (32)
21y 2
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Em um perfil U, como no caso de alguns outros perfis abertos, as tensdes de cisalhamento
sao acompanhadas de um momento de torsao com relagdo ao eixo centroidal da secao.
Flexao livre de torsao sé é possivel se a carga externa F atuar sobre o centro de
cisalhamento SM da secao (Figura 11).

Bild 10. Perfil U.

Q)

Y

Bild 11. Evitando torsdo em uma viga sob o efeito de esfor¢os cortantes. (a) Perfil U com
forca externa F aplicada ao longo do centro de cisalhamento SM. (b) Implementagdo
prdtica com um console.

a) _ b)
F 72222
F
L]
-‘—'- — 4 -S— —_
Yy |SM
] o3
¢
& A
_.-()-._
I

2.3. Beispiel

Ein einseitig eingespannter Stahltrager ist durch eine Kraft F belastet. Berechnen Sie die
maximalen Schubspannungen fir die vier unterschiedlichen Querschnittsprofile, bei denen
das Flachentragheitsmoment I, und somit die maximale Durchbiegugng gleich ist.

x20
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Geg.: F=100 kN, a =60 mm, h=100 mm, b =68.7 mm, c =120 mm, t =10 mm, D = 100.5
mm, d=1459 mm, f=4.1 mm.
Y

Profil 2: Profit 3:

e R N 7 7
- Y % '
z Yz
Bestimmung der Querkraft.
F-0(x)=0 F
.'.Q(x):F =100 kN =100,000 N Q(#T.l

Maximale Schubspannungen.
Profil 1. Mit F= 100 kN, a = 60 mm, h = 100 mm,

30(x) 3 F 3 100,000
_3 _2 _3 _

Toax = = = =125 N/mm’
2 4 2 axh 2 60x100

Profil 2. Mit b =68.7 mm, c=120 mm, t = 10 mm,

~u) 3 (e—t)V
1 =t(c 2t) +2[bt +[c ! bt}

Y 12 12 2

3 2
10x(120-2x10 3 _
I, = x( = x10) +zx[68'71;10 +(1202 10 ><68.7><10}5.00><106 mm*

T = Q(IX){b(ct)Jr(EZjZ] -— 100,000 ){68.7%12010){%10)2]

(5.00x106

|z =100.6 N/mm”’
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Profil 3. Mit F =100 kN, D =100.5 mm,

_40(x) 4 F 4 100,000 e

To =37 =7 (x0?/4) 3 (xx100.5%/4)

Profil 4. Mit d = 145.9 mm, f = 4.1 mm,

T ZE%ZEXM: 106.4 N/mm?>
T df r 1459x4.1

2.3. Exemplo

Uma viga de aco cantilever estd sob o efeito de uma forga F. Para os quatro perfis de secao
transversal ilustrados a seqguir, calcule as tensdes de cisalhamento maximas, as quais
ocorrem onde o momento de inércia (I,,) € maximo e, portanto, a deflexao é maxima.

Dados: F=100kN, a =60 mm, h=100 mm, b=68.7 mm,c=120mm, t=10 mm, D =
100.5 mm, d=145.9 mm, f=4.1 mm.

Perfil 3 (Circular)' Perfil 4 (Tubo)

Perfil 1 (retangular)

W,
2

Determinando a carga Q(x).

F—Q(x) =0
Q(x) =F =100 kN =100,000 N

w
Esforgos cortantes mdximos.
Perfil 1. Com F =100 kN, a = 60 mm, h = 100 mm,

F

T = = =
"2 4 2 axh 2 60x100

:EQ(X) i>< F —ixloo’OOO—ZSN/mm2
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Perfil 2. Com b =68.7 mm, c= 120 mm, t =10 mm,
3 2
t(c—2t 3 -
I, = ( ) +2 bt il bt
Y 12 12 2

3 2
10x(120-2x10 3 _
I, = x( > x10) +zx[68'71;10 +(1202 10} ><68.7><10]5.OO><106 mm*

2 2
Z-max :Q(X) b(C—f)+(£—tj = 100’000 X 687X(120—10)+(u—0—10j
21 2 2><(5.OO><106) 2

|7 =100.6 N/mm®

Perfil 3. Com F=100 kN, D =100.5 mm,

r :iQix)_i F_2, 100000 1roe) Nimm?

= —3X(,ZD2/4) 3 (2x100.5%/4)

Perfil4. Comd=145.9 mm, f=4.1 mm,

- _20(x) _2 100,000 o
7 df rm 1459x4.1
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